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ТЕСТИРОВАНИЕ НАЛИЧИЯ ЕДИНИЧНЫХ КОРНЕЙ В ПАНЕЛЬНЫХ
ДАННЫХ ПРИ ОДНОРОДНОЙ АЛЬТЕРНАТИВЕ
А.Скроботов, н.с., РАНХиГС

 1. Введение

В данной работе рассмотрены процедуры тестирования наличия единичного корня в дан-
ных при однородной альтернативе. Тестирование наличия единичного корня в панельных 
данных предназначено для увеличения мощности по сравнению с одномерными тестами на 
единичный корень. Гипотеза единичного корня для каждого временного ряда в панели может 
не отвергаться, но при объединении в панель гипотеза о том, что все временные ряды имеют 
единичный корень, может быть отвергнута в пользу альтернативы о том, что существует не-
нулевая доля стационарных временных рядов. Кроме этого, тестирование на панельный еди-
ничный корень может являться предварительным этапом для исследования коинтегарции в 
панелях. Последнее необходимо для исключения возможности наличия ложной регрессии, 
которая выражена даже сильнее, чем в случае одномерных временных рядов.
В работе мы акцентируем внимание на тестах на единичный корень в панелях против 

однородной альтернативы, поскольку такие тесты являются более мощными, чем тесты, по-
строенные против неоднородной альтернативы, даже если в действительности альтернатива 
неоднородная (см. Westerlund and Breitung, 2013, Fact 2). Отметим, что мы не рассматриваем 
методы учета пространственной корреляции в панелях. Заинтересованный читате ль может 
обратиться к обзору (Breitung and Pesaran, 2008).

2. Модель
Пусть временные ряды  для кросс секционных субъектов  порож-

даются для каждого  простой авторегрессией первого порядка 
       (1)
 где начальное значение  является фиксированной константой, ошибки  являются не-

зависимыми и одинаково распределенными (i.i.d.) по всем  и  с , 
 и . Аналогично регрессии Дики-Фуллера, перепишем процесс как 

         (2)
 где , . Нас интересует тестирование нулевой гипотезы 
         (3)
 т.е. гипотезы о том, что все временные ряды имеют единичный корень (являются неза-

висимыми случайными блужданиями), против однородной альтернативы (homogeneous 
alternative), : 

        (4)
Другими словами, при альтенативе авторегрессионный параметр одинаковый для всех 

кросс-секционных субъектов. Данная альтенатива была рассмотрена в (Levin, Lin and Chu, 
2002) (далее LLC). Тест LLC основан на -статистике для  в регрессии пула 

 
 или, используя матричные обозначения, 
 
 где ,  и .
На первом шаге оценивается  для каждого панельного временного ряда: 
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 где  и . Тогда -статистика для проверки гипотезы (3) 

принимает вид: 

         (5)

Как отмечается в (Breitung, 2000), в LLC предлагается дополнительно делить эту статисти-
ку на , общее (по всем  и ) стандартное отк лонение остатков, но эти остатки уже скор-
ректированы на свои стандартные отклонения, поэтому это стандартное отклонение можно 
опустить.

2.1.  Асимптотика тестов на единичный корень в панельных данных
Рассмотрим получение предельного распределения для статистики LLC. Используя FCLT 

и CMT, можно показать, что при  

     (6)

 где ,  – независимые Винеровские процессы. Применяя закон больших чи-
сел, числитель (6) (деленный на ) сходится по вероятности к нулю, а знаменатель (деленный 

на ) сходится к . Поэтому -статистика на основе регрессии пула (по центральной предель-
ной теореме) имеет стандартное нормальное распределение. Отметим, что асимптотическая 
нормальность также имеет место, когда  одновременно, а не последовательно, сна-
чала при , а затем при  (см. Phillips and Moon, 1999).
Для состоятельности тестовых статистик здесь предполагается, что доля стационарных вре-

менных рядов в панели сходится к фиксированной константе, т.е.  при . 
Отвержение нулевой гипотезы в пользу однородной альтернативы (т.е. когда все временные 
ряды в панели являются стационарными) не обязательно говорит о том, что наличие единич-
ного корня отвергается для все х , а только о том, что гипотеза отвергается для доли , и 
тест не дает каких-либо рекомендаций о величине этой доли или о тех элементах панели, для 
которых гипотеза отвергается.

2.2.  Наличие детерминированной компоненты
Рассмотрим более общий случай с наличием детерминированной компоненты. Рассмотрим 

два стандартных случая, 
       (7)
      (8)
 где уравнение (7) соответствует случаю индивидуально-специфических констант (фиксиро-

ванных эффектов), а (8) соответствует случаю индивидуально-специфических трендов (“слу-
чайных трендов”, incidental trends в терминологии (Moon and Phillips, 1999).
Для простоты рассмотрим Случай 1 с фиксированными эффектами. Тест LLC основан на -ста-

тистике для  в регрессии с фиксированными эффектами 
 
 или, используя матричные обозначения, 
 
 где , ,  и .
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На первом шаге оценивается  для каждого временного ряда: 

 
 где  и . Тогда -статистика для проверки гипотезы 

(3) принимает вид: 

         (9)

 где .
Оценивание коэффициента  эквивалентно оцениванию коэффициента  в центрирован-

ной регрессии 
 
где . При нулевой гипотезе мы получим 

 
и 

 

так что , то есть . Следовательно, оценка 
 является асимптотически смещенной, и -статистика для проверки  расходится к  

при росте  и  (из-за коррелированности регрессора и ошибки). Это смещение называется 
смещением Никелла (Nickell bias), см. (Nickell, 1981).
Можно показать, что скорректированная на смещение статистика 

   (10)

будет иметь стандартное нормальное предельное распределение. Отметим, что при  ста-
тистика  совпадает с . Также следует заметить, что скорость сходимости для оценки  бу-

дет равна  (то есть ), т.е. сходимость происходит быстрее при  
(суперсостоятельность), чем при . Также из скорости сходимости следует более высокая 
мощность панельных тестов, поскольку она увеличивается не только с ростом , но и с ростом .
Альтернативный способ исключить смещение при оценивании был рассмотрен в (Breitung 

and Meyer, 1994). Авторы в качестве оценки константы использовали начальное значение , 
так что регрессионная модель для Случая 1 (против однородной альтернативы ) принимает 
вид 

        (11)
При нулевой гипотезе величина , так что -статистика для  в ре-

грессии (11) не будет смещенной и будет иметь асимптотическое стандартное нормальное рас-
пределение. Полученный тест, являющийся -статистикой в регрессии для преобразованных 
рядов, мы называем .
В случае наличия линейного тренда, чтобы получить несмещенную тестовую статистику, 

имеющую стандартное нормальное распределение, в (Breitung, 2000) было предложено рас-
смотреть следующую регрессию: 
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         (12)
 где  

 
 

 

Это преобразование называется преобразованием Гельмерта (Helmert transformation). В дан-
ном преобразовании вычитание  удаляет константу, а  
является оценкой коэффициента при тренде. Смещения не возникает из-за ортогональности 
преобразованных регрессора и ошибки.
В (Westerlund, 2015) вместо обычного детрендирования рассматривались свойства рекур-

сивного детрендирования, допуская возможно нелинейную трендовую функцию (например, 
полиномиальный тренд). Кроме полиномиального тренда допускается также более сложная 
структура, такая как, например, гладкий сдвиг в уровнях на основе логистической функции 
или множественные сдвиги в трендах (см. Westerlund, 2014a). Более ранние работы, такие как 
(Shin et al., 2004) и (Sul, 2009), а также многие другие, акцентирующие внимание на различ-
ных подходах, изучали эффект рекурсивного детрендирования только на основе симуляций, в 
то время как в (Westerlund, 2015) более аккуратно анализируются асимптотические свойства 
рекурсивного детрендирования. Причина преимущества рекурсивного детрендирования, на-
пример, для обычных временных рядов, заключается в том, что обычное (по всей выборке) 
детрендирование нарушает мартингальное свойство данных, а рекурсивное его сохраняет, что 
приводит к менее смещенной оценке наибольшего авторегрессионного корня. Рекурсивное 
детрендирование можно проводить как для рядов в уровнях, так и в разностях (последнее 
приводит к большей мощности). Более конкретно статистику  можно записать следу-
ющим образом: 

        (13)
 где 

 

 
 а 
 

 
 где  является  – selection matrix, состоящая из нулей и единиц, чтобы не учи-

тывать дифференцированную константу, которая становится вектором из нулевых элемен-
тов. Здесь  является размерностью детерминированной компоненты. Переменная  
определяется как .
Статистика в модели пула на основе рекурсивно детрендированных рядов будет иметь асим-

птотическое нормальное распределение без дополнительной коррекции числителя на факто-
ры, связанные со средним и дисперсией, как делается в других тестах. Однако, сравнивая 
локальную мощность с тестами (Breitung, 2000) и тестом  в (Moon and Perron, 2008) в случае 
наличия трендов, Вестерлунд заключает, что асимптотическая локальная мощность теста, ос-
нованного на рекурсивном детрендировании, несколько ниже (хотя на конечных выборках вы-
ше, чем ). Более точно ,  (использу-
ются правосторонние критические значения) и  и оптималь-
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ный тест , так что . Напомним, 
что в случае отсутствия тренда , , а 
оптимальный тест .
В (Westerlund, 2014b) анализируется GLS-детрендирование1, однако только для случая 

фиксированных эффектов. Вестерлунд рассматривает два варианта GLS-детрендирования: 
в первом случае детрендирование производится после взятия первых разностей, а во втором 
случае – наоборот. В случае отдельного временного ряда порядок не играет роли. Автор за-
ключает, что первый способ приводит не только к смещенной оценке, но и расходящейся, а 
при коррекции на среднее и дисперсию мощность сильно падает (рассматривались статистики 
(Moon and Perron, 2008),  и ). В терминах локальной мощности рассматриваемые стати-
стики также хуже  и  и даже не лучше, чем обычные GLS-статистики для каждого вре-
менного ряда. С другой стороны, если брать разность после детрендирования, то тест будет не-
смещенным и более мощным, чем  и  при OLS-детрендировании. В качестве объяснения 
данного феномена см. Remark 6 в (Westerlund, 2014b).
Обозначим соответствующий GLS-оператор как , и этот оператор применяется к  как 

, где  для , а параметр 

 
теперь зависит не только от , но и от 2 Пусть (Q)GLS-оценка максимального ав-

торегрессионного корня равна 

 
а соответствующая ей -статистика равна 

 

 где . Локальная мощность теста будет равна . Асимптотиче-
ские результаты не зависят от  и и остаются теми же самыми, даже когда , , не 
равны. Сравнивая с асимптотической огибающей мощности, которая задается как (см. Moon 
et al., 2007) 

 
с равенством при , тест  имеет непренебрежимую локальную мощность 

внутри той же самой сокращающейся окрестност и , что и огибающая, но будет ниже, чем оги-
бающая, поскольку . Однако  не лучше, чем статисти-
ки  и , предложенные в (Bai and Ng, 2010), являющиеся оптимальными, как и статистика 

.
Для практической реализации Вестерлунд рекомендует использовать  и .
Подводя итог данного раздела, оптимальными тестами в случае наличия только фиксиро-

ванных эффектов являются , , ,  и , а тест LLC имеет несколько более 
низкую мощность. С другой стороны, при наличии трендов оптимальными тестами являются 

, , , затем идет , а после статистика .

1 Единственная предшествующая работа, которая исследовала эффект от GLS-детрендирования на основе симу-
ляций, была работа (Lopez, 2009).

2 Например, в [] выбиралось  k =k , а в [] – k =0  .



НАУЧНЫЙ ВЕСТНИК ИЭП им. Гайдара.ру №11, 2016

44

2.3.  Наличие слабой зависимости ошибок
Как и в случае временных рядов, логично было бы предположить, что ошибки  в (1) могут 

быть слабо зависимыми. Тогда, аналогично расширенному тесту Дики-Фуллера, можно ап-
проксимировать краткосрочную динамику добавлением запаздывающих разностей: 

     (14)
 где  – некоторая детерминированная компонента.
В случае однородных альтернатив в LLC рекомендуется сначала очистить переменные 

от краткосрочной динамики, получая остатки  ( ) от регрессии  ( ) на , 
, и . Затем общий параметр  можно оценить по регрессии пула 

        (15)
 где  – оцененная дисперсия . Однако регрессия на первом шаге не удаляет всю зави-

симость в ошибках, поскольку 

 
 где  – долгосрочная дисперсия . В LLC предлагается оценить  непараметрически, 

используя ряды в первых разностях: 

 
 где  – центрированный ряд разности,  – параметр усечения. 

Тогда статистика LLC в (10) принимает вид 

  (16)

Снова отметим, что в контексте временных рядов данная оценка, основанная на первых 
разностях, не была бы состоятельной, поскольку при стационарной альтернативе сходится к 
нулю по вероятности. В панелях, однако, данная оценка улучшает мощность теста, поскольку 
корректирующая компонента пропадает и статистика стремится к .
Чтобы избежать непараметрического оценивания долгосрочной дисперсии, можно исполь-

зовать подход (Breitung and Das, 2005). На первом шаге предлагается оценить регрессию  
на детерминированную компоненту и лаги . При нулевой гипотезе очищен-
ный от краткосрочной динамики ряд  является случайным блужданием с некоррелиро-
ванными приращениями. Этот подход также можно использовать для модификации несме-
щенной статистики , так что асимптотическая стандартная нормальность сохраняется.
В (Westerlund, 2009) указывается недостаток подхода LLC, который связан с тем, что 

скорость,при которой оценка долгосрочной дисперсии  сходится к нулю при альтернативе, 
очень низка, если параметр ширины окна не слишком велик. Таким образом, как показано 
автором на симуляциях, большинство методов для выбора ширины окна не являются адек-
ватными. Все это приводит к сдвигу распределения вправо на конечных выборках, что приво-
дит к потере мощности. В (Westerlund and Blomquist, 2013) предлагается подход, похожий на 
(Breitung and Das, 2005), который основан на следующей регрессии: 

 
 где , где долгосрочная дисперсия  оценивается параметрически на 

основе авторегрессионного представления. В этом случае, при использовании скорректиро-
ванного запаздывания объясняющей переменной , статистика LLC корректируется ана-
логично случаю отсутствия краткосрочной динамики.
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Отметим, что статистика, основанная на рекурсивном детрендировании, , предло-
женная в (Westerlund, 2015), не требует коррекции статистики на смещение, и требует про-
стой очистки переменных от серийной корреляции после выполнения рекурсивного детрен-
дирования.

GLS-теста , предложенный в (Westerlund, 2014b), хотя и не является смещенным из-за 
наличия детерминированной компоненты, он будет смещенным из-за серийной корреляции. 
Пусть 

 
 где ,  и  – оценки дисперсии, долгосрочной дисперсии и одно-

сторонней долгосрочной дисперсии процесса . Тогда скорректированная статистика будет 
иметь вид 

       (17)
 и соответствующая -статистика задается как 

       (18)

 где .
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